IES Fco Ayala de Granada Junio de 2013 (Especifico Modelo ) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

SELECTIVIDAD ANDALUCIA MATEMATICAS CCSS JUNIO 2013 MODELO (ESPECIFICO)

OPCION A

EJERCICIO 1 (A)
a) (1 punto) Plantee, sin resolver, el siguiente problema:
"Un barco puede transportar vehiculos de dos tipos: coches y motos. Las condiciones de la nave
obligan a que el nimero de motos no pueda ser inferior a la cuarta parte del de coches ni superior
a su doble; ademas, la suma del numero de motos mas el doble del nimero de coches no puede
ser mayor que 100. ¢ Cuantos vehiculos, coma maximo, puede transportar este barco?"
b) (1’5 puntos) Dado el recinto limitado por las inecuaciones
y>30, 3x—-y=>150, 6x+ 7y <840,
halle en qué puntos de ese recinto la funcion F(x, y) = 6x - 2y alcanza su valor minimo.
Solucion
a)
Plantee, sin resolver, el siguiente problema:

"Un barco puede transportar vehiculos de dos tipos: coches y motos. Las condiciones de la nave obligan a
gue el nimero de motos no pueda ser inferior a la cuarta parte del de coches ni superior a su doble;
ademads, la suma del nimero de motos mas el doble del numero de coches no puede ser mayor que 100.
¢,Cuantos vehiculos, como méaximo, puede transportar este barco?"

“x" = Nomero de coches.

“y” = Nomero de motos.

Funcidn Objetivo F(x,y) = x +y. (Cuéntos vehiculos, como méximo, puede transportar este barco)
Restricciones:

De “el numero de motos no pueda ser inferior a la cuarta parte del de coches ni superior a su doble”,
tenemos - y>xl4 e y<2x

De “la suma del numero de motos mas el doble del nimero de coches no puede ser mayor que 100",
tenemos — 2x +y <100

“Se transporta algin vehiculo” — x>20,y>0

Resumiendo tenemos las desigualdades: y > x/4, y<2x, 2x+y <100, x>0, y>0
b)
Dado el recinto limitado por las inecuaciones
y>30, 3x-y=>150, 6x+ 7y <840,
halle en qué puntos de ese recinto la funcion F(x,y) = 6x - 2y alcanza su valor minimo.

Funcion Objetivo F(x,y) = 6x - 2y
Restricciones: Las desigualdades y>30, 3x—y>150, 6x+ 7y <840

Las desigualdades y>30, 3x—y=>150, 6x+ 7y <840, las transformamos en igualdades, y ya son
rectas, y=30, 3x-y=150, 6x+ 7y =840

0

Para que nos sea mas facil dibujar las rectas (con dos valores es suficiente), despejamos las “y” y tenemos

y=30, y=3x+150, y=-6x/7+ 120

Representamos graficamente las rectas que verifican estas igualdades, entre las que estaran los bordes del
recinto delimitado por las inecuaciones dadas.

™ (89
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Calculamos los vértices del recinto resolviendo las ecuaciones las rectas de dos en dos.

De y=30 e y=3x+ 150, tenemos 30 = 3x+150, luego 120 = 3x, de donde x = 40. Punto de corte. Punto
de corte A(40,30).

De y=30 e y=-6x/7+120, tenemos 30 = -6x/7+120, es decir 210 = -6x+840, luego 6x = 630 por tanto
x=105. Punto de corte B(105,30).

Dey=3x+150 e y=-6x/7+ 120, tenemos 3x + 150 = -6x/7 + 120, de donde “21x+1050 = -6x+840", es
decir 27x =-210, luego “x =-70/9" e “y = 380/3", y el punto de corte es C(-70/9,380/3).

Vemos que los vértices del recinto son: A(40,30), B(105,30) y C(-70/9,380/3).
Calculemos el minimo de la funcion F(x,y) = 6x - 2y en dicha region.

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que su maximo y minimo absoluto estan en la
region acotada, y que estos extremos deben estar situados en algin vértice del recinto, por lo que
evaluamos F en los puntos anteriores A(40,30), B(105,30) y C(-70/9,380/3). En el caso de que coincidan
en dos vértices consecutivos la solucién es todo el segmento que los une.

F(40,30) = 6(40) - 2(30) = 180; F(105,30) = 6(105) - 2(30) = 570;
F(-70/9,380/3) = 6(-70/9) - 2(380/3) = -300.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que el minimo absoluto de la funcién F en laregidn es -300 (el
menor valor en los vértices) y se alcanza en el vértice C(-70/9,380/3).

EJERCICIO 2 (A)
e* si. x<0
Estudie la derivabilidad de la funcion f(x) = 1 si 0<x<3
X*+6x+2 si  x>3

Solucion
Sabemos que si una funcion es derivable entonces también es continua.
La funcion e* es una funcion exponencial y es continua y derivable en R, en particular en x < 0.

Las funciones “1"y “-x* + 6x + 2" son funciones polinémicas, por tanto continuas y derivables en todo R, en
particular unaen0<x<3 y laotra en x > 3. S6lo nos falta ver la continuidad y derivabilidaden x=0 vy
X=3.

Veamos la continuidad en x = 0

f(x) es continua en x =0 sif(0) = IirQ f(x) = Iirg f(x).

f(0) = Iiry f(x) = Iirg €= e?=1; Iirg f(x) = Iirp (1) =1, por tanto f(x) es continua en x =0.

Veamos la continuidad en x = 3

f(x) es continuaen x =3 sif(3) = Iins[ f(x) = Iin; f(x).
f(3) = lim f(x) = lim (1) = 1; lim f(x) = lim (-x* + 6x + 2) = -(3)* + 6(3) + 2 = 11. Como los resultados son

distintos (1 y 11), f(x) no es continuaen x =3 y por tanto tampoco es derivable en x = 3.

e* Si x<0 e* Si x<0
f(x) = 1 si 0<x<3; f'(x) = 0 si 0<x<3
X+ 6x+2 si x>3 2x+6 si x>3

f(x) es derivable en x = 0 si Iirg fi(x) = IirE] f ‘(x), estamos viendo la continuidad de la derivada.
Iin(lf ‘(x) = Iin(;nﬁ e)=e’=1; Iin;n f'(x) = Iin01 (0) = 0. Como los resultados son distintos (1 y 0), f(x) no es

derivable en x =0.

Por tanto f(x) es derivable en R —{0,3}.
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EJERCICIO 3 (A)
Una granja avicola dedicada a la produccién de huevos posee un sistema automético de
clasificacion en tres calibres segun su peso: grande, mediano y pequefio. Se conoce que el 40%
de la produccion es clasificada como huevos grandes, el 35% como medianos y el 25% restante
como pequefios. Ademas, se sabe que este sistema de clasificacion produce defectos por rotura
en el cascarén que dependen del peso. Asi, la probabilidad de que un huevo grande sea
defectuoso por esta razén es del 5%, la de uno mediano del 3% y de un 2% la de uno pequefio.
Elegido aleatoriamente un huevo,
a) (1'25 puntos) ¢ Cuél es la probabilidad de que sea defectuoso?
b) (1'25 puntos) Si el huevo es defectuoso, ¢ cual es la probabilidad de que sea grande?

Solucién
Una granja avicola dedicada a la produccion de huevos posee un sistema automatico de
clasificacion en tres calibres segun su peso: grande, mediano y pequefio. Se conoce que el 40%
de la produccién es clasificada como huevos grandes, el 35% como medianos y el 25% restante
como pequefios. Ademas, se sabe que este sistema de clasificacion produce defectos por rotura
en el cascaron que dependen del peso. Asi, la probabilidad de que un huevo grande sea
defectuoso por esta razén es del 5%, la de uno mediano del 3% y de un 2% la de uno pequefio.
Elegido aleatoriamente un huevo,
a)
¢, Cudl es la probabilidad de que sea defectuoso?

Llamemos G, M, C, D y D, a los sucesos siguientes, “huevo grande”, “huevo mediano”, " huevo pequefio”,
“huevo defectuoso” y " huevo no defectuoso", respectivamente.

Ademas tenemos p(G) = 40% = 0’4, p(M) = 35% = 0’35, p(C) = 25% = 0'25, p(D/G) = 5% = 005,
p(D/M)=3% =003 y p(D/C)=2% =002.

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de ellas que parten de un mismo nodo vale 1).

a)
¢,Cudl es la probabilidad de que sea defectuoso?

Aplicando el teorema de la probabilidad total, la probabilidad de que sea defectuoso es:
P(D) = p(G).p(D/G) + p(M).p(D/M) + p(C).p(D/C) =
= (0'4)-(0'05) + (0'35)-(0'03) + (0'25)-(0’02) = 0’0355.
b)
Si el huevo es defectuoso, ¢ cudl es la probabilidad de que sea grande?

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
GnD G)-p(D/G '4)-(0"
b(G/D) = P(GND) _p(G)P(DIG) _ (0'4)-(0'05)
p(H) p(D) 0'0355

=40/71 = 0'56338.
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EJERCICIO 4 (A)

(2’5 puntos) Un director sanitario sostiene que el indice de Masa Corporal (IMC) media de los adolescentes
de su distrito no supera el nivel 25 (sobrepeso). Para contrastar su afirmaciéon toma una muestra aleatoria
de 225 adolescentes que da como resultado un IMC medio de 26. Sabiendo que el IMC sigue una
distribucion Normal con desviacion tipica 5 discuta, mediante un contraste de hipétesis con Hy : pu < 25, si la
afirmacién del director sanitario es correcta, con un nivel de significacion del 5%.

Solucion
Sabemos que la distribucién muestral de medias sigue también una distribucién normal: N( g, ,i).

N

Trabajaremos con lo normal N(0,1), tipificada de la normal muestral.
También se puede hacer con la distribucién normal muestral y es parecido a los intervalos de confianza.

Datos del problema: pp = 25; X =26, o =5, n=225; nivel significacién = 5%
El problema la dividimos en cinco etapas

Etapa 1: Formulamos la hipétesis nula y la alternativa.

Las hip6tesis nula y alternativa son: Hp : 1o < 25 (el IMC no supera el nivel 25) y Hj : po > 25, la cual nos
indica la direccién del contraste, es decir la regién critica esta a la derecha del punto critico z;_,, .

Etapa 2: Calculamos el punto o puntos criticos que nos daran las regiones criticas y de aceptacion.

Para el nivel de significacion es a = 5% = 0’05, luego tenemos 1 - a. = 0,95.
Dep(Z<z,)=1-a=1-005=095, mirando en las tablas de la N(0,1), vemos que dicha probabilidad no
viene en la tabla, y uno de los valores mas préximos es 0’9495 el cual corresponde al valor critico z;., =

= 1'64 que separa las zonas de aceptacion y rechazo.

Lo observamos en un dibujo:

Regién acpptacion

0 Zi-n
Etapas 3 y 4: Ponemos el estadistico del contraste y calculamos el valor observado.

P X -
En este caso el estadistico de prueba de este contraste es Z = #o

oln

- . . X - 26 - 25
el valor observado del estadistico de prueba seré el numero z, = o _ =

= =3
olNn 514225
Etapa 5: Comparamos el valor observado con el punto critico para tomar la decision adecuada.
Como el valor observado del estadistico de prueba z, = 3 esté a la derecha del punto critico 1'64,
estamos en la zona de rechazo.

, que sigue una ley normal N(0,1), y

Resumiendo rechazamos la hip6tesis nula Hy: po < 25, y aceptamos la hipoétesis alternativa
H; : wo > 250, para un nivel de significaciéon o = 0’'05.

Con lo cual, con una probabilidad de equivocarnos del 5%, la afirmacion del director no es correcta.

OPCION B
EJERCICIO 1 (B)

. 01 12
Sean las matrices A = y B= .
10 31

a) (1 punto) Calcule A* y A%
b) (1'5 puntos) Resuelva la ecuacién matricial A-X + |, = 5B' — A%,
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Solucion
01 12
Sean las matrices A= y B= .
10
a)
Calcule A y A5,

a3 2 -G )

01
AZ013 = AZ012 7 = (ARYLO06 A = (V1006 A = (YA = A = [1 Oj

b)
Resuelva la ecuacion matricial A-X + 1, = 5B' — A?

Utilizando el apartado (a) de A-X + I, = 5B' — A% tenemos A-X + I, = 5B' — I,., es decir A-X = 5B' — 2-I,.
Veremos enseguida que la matriz A tiene matriz inversa A, por tanto multiplicando A-X = 5B' — 2.1, por la
izquierda por A*, tenemos A1A-X = AL5B' — AL.2.1,, es decir I,-X = 5:ATB' — 2.A™1,, luego la matriz
pedidaes X =5A%B'-2.A™.

A tiene inversa si, mediante transformaciones elementales, podemos pasar de (A|l,) a (I]A™).

0 1|1 0)Cambio (1 0]0 1 . L (01
(Allz) = ~ = (IJA™), por tanto A™ = = A
1 0|0 1)FporF, (0 1|1 O 10

1) (1 1 2 1 2 1 2
Luego X=5A"B'-2.A*=5. 0 3] (0 =5. _[© _ (10 5[0 =
10)2 1 10 1 3 20 5 15 2 0
(10 3
3 15)°

EJERCICIO 2 (B)

1
Sea la funcién f(x) = 2-X
x>-6x+6 si x>1
a) (1'5 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de la funcién.
b) (1 punto) Calcule la ecuacidn de la recta tangente a la gréafica de f(x) en el punto de abscisa x = 0.
Solucion

si x<1

1
Sea la funcién f(x) = 2-X
x2-6x+6 si x>1

si x<1
a)
Estudie la continuidad y la derivabilidad de la funcién.

Sabemos que si una funcion es derivable entonces también es continua.

La funcién 7 x es una funcién racional, y es continua y derivable en R — {2 (n° que anula el
- X

denominador) }, en particular en x < 1.

1

La funcién “x? - 6x + 6” es una funcién polinémica, por tanto continuas y derivables en todo R, en particular
una en x> 1. Sélo nos falta ver la continuidad y derivabilidad en x =1.

Veamos la continuidad en x = 1

f(x) es continuaenx =1 si f(1) = Iin11 f(x) = Iinl1 f(x).

f(1) = |in;l f(x) = Iirg (ZL) =1/1=1, Iirrl1 f(x) = Iin11 (X% - 6x + 6) = (1)>—6(1) + 6 = 1, por tanto f(x) es
X—1- X—>0- - X X—>1+ X—>1+

continua en x = 1, porque son iguales ambos valores (1 = 1).

Veamos la derivada en x = 1.
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1 si x<1 , 0-1(-12) si x<1 ! -~ si x<1
f(x) = 2-X ; P(x)=<(2-%) =4(2-%)
x*-6x+6 si x>1 2x-6 si x>1 2x-6 si x>1

f(x) es derivable en x = 1 si Iir?if ‘x) = Iir? f‘(x), estamos viendo la continuidad de la derivada.

fim 1169 = im 7>

> = 1/1°=1; lim f(x) = lim (2x - 6) = -4. Como los resultados son distintos (1 y -4),
X) X—1+ X—1+

f(x) no es derivableen x =1.

Por tanto f(x) es derivable en R — {1}.
b)
Calcule la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = 0.

X=0estdenlaramax <1, luego f(x) = L y f'(x)= ;2
2-Xx 2-x%

La recta tangente enx=0es “y - f(0) =f’(0)(x - 0) “

De f(x) = Zi tenemos f(0) = 1/2. De f‘(x) = ﬁ tenemos f(0) = 1/2% = 1/4.
- X

La recta tangente pedida esy - 1/2 = (1/4)x, o bieny = x/4 + 1/2.

EJERCICIO 3 (B)
A la Junta General de Accionistas de una empresa asisten 105 accionistas de los cuales 45 tienen menos
de 40 afios y 18 mas de 60 afios. Sometida a votacion una propuesta, es rechazada por la tercera parte de
los menores de 40 afios, por la tercera parte de los que estan entre 40 y 60 afios y por 4 personas mayores
de 60 afos; los demas la aceptan.
a) (0’5 puntos) Calcule la probabilidad de que, elegida una persona al azar, tenga menos de 40 afios
y haya aceptado la propuesta.
b) (0’75 puntos) La prensa afirmé que la propuesta habia sido aceptada por el 80% de los asistentes, ¢es
correcta la afirmacion?
¢) (1 punto) Si una persona escogida al azar ha rechazado la propuesta, ¢qué probabilidad hay de
gue tenga mas de 60 afios?

Solucién
A la Junta General de Accionistas de una empresa asisten 105 accionistas de los cuales 45 tienen menos
de 40 afios y 18 méas de 60 afios. Sometida a votacion una propuesta, es rechazada por la tercera parte de
los menores de 40 afios, por la tercera parte de los que estan entre 40 y 60 afios y por 4 personas mayores
de 60 afios; los demas la aceptan.
a)
Calcule la probabilidad de que, elegida una persona al azar, tenga menos de 40 afios y haya aceptado
la propuesta.

Llamemos A, B, C, Ac y Ac®, a los sucesos siguientes, “< 40 afios”, “entre 40 y 60 afios”, "> 60 afios”,
“acepta propuesta” y "no acepta propuesta ", respectivamente.

Este problema es muy facil de realizar utilizando una tabla de contingencia (tabla de doble entrada), y
después utilizando la definicion de probabilidad de Laplace (nimero de casos favorables partido por nUmero
de casos posibles).

< 40 aflos =AEntre 40 y 60 afios=B| > 60 afios =C | Totales
Acepta = Ac 3
No acepta = Ac” 45/3 42/3 4
Totales 45 x=42 18 105

Completamos la tabla de contingencia sabiendo que tanto la suma en horizontal como en vertical dan los
totales. He puesto en negrita los nimeros que he completado.
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< 40 afos =AEntre 40 y 60 aflos=B| > 60 afios =C | Totales
Acepta = Ac 30 28 14 72
No acepta = Ac” 15 14 4 33
Totales 45 42 18 105

a)
Calcule la probabilidad de que, elegida una persona al azar, tenga menos de 40 afios y haya aceptado
la propuesta.

Total <40 y acepta

Total aceptan

p(<40 y acepta) = p(AnAc) = =30/72=5/12 =2 0'41667.

b)

La prensa afirmo que la propuesta habia sido aceptada por el 80% de los asistentes, ¢es correcta la
afirmacion?

Total aceptan
Total personas
no es correcta..

c)

Si una persona escogida al azar ha rechazado la propuesta, ¢qué probabilidad hay de que tenga
més de 60 afios?

p(Aceptar) = = 72/105 = 24/35 = 0’6857 = 68'58%, por tanto la afirmacién de la prensa

Total > 60 yrechaza
Total > 60

p(Rechaza/> 60 afios) = p(AcCIC) =4/18 = 2/9 = 0'2222.

EJERCICIO 4 (B)

En una poblacion proxima a un puerto deportivo se quiere estimar la proporcion de habitantes que
navegan al menos una vez a la semana. Se toma una muestra, al azar, de 400 habitantes de la poblacion,
de los que 160 afirman navegar al menos una vez en semana.

a) (1'5 puntos) Halle el intervalo de confianza del 90% para la proporcidon de habitantes que navegan al
Menos una vez en semana.

b) (1 punto) A la vista del resultado, se pretende repetir la experiencia para conseguir una cota del error de
0’1 con el mismo nivel de confianza del apartado anterior. ¢ Cuantos individuos debe tener al menos la
muestra?

Solucion
Sabemos que si n = 30 para la proporcion muestral p, el estimador PROPORCION MUESTRAL f) sigue

una normal N(f), w) que es la distribucién muestral de proporciones, donde a =1- f),y
n

~ A ~ A

generalmente escribimos p zN(E), M) 0 p— N([), M)_
n n

Sabemos que el intervalo de confianza para estimar la proporcién p de las muestras es:

I.C.(p) = [f) - zla,z.J@,ﬁ + zla,z.ﬁ] = (b-a)
n n

donde z,.., es el punto critico de la variable aleatoria Normal tipificada Z~N(0,1) que verifica
p(Z < zl_a/2)=1-a/2.
Trabajamos con la normal N(0,1) tipificada de la normal muestral.
p(L-p) (Za2)’-P-G

El error cometidoesE< z,_,,. = (b-a)/2, de donde el tamafio de la muestra es n > e
n
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En una poblaciéon préxima a un puerto deportivo se quiere estimar la proporcién de habitantes que
navegan al menos una vez a la semana. Se toma una muestra, al azar, de 400 habitantes de la poblacion,
de los que 160 afirman navegar al menos unavez en semana.

a) (1'5 puntos) Halle el intervalo de confianza del 90% para la proporcion de habitantes que navegan al
menos una vez en semana.

Datos del problema: p = 160/400 =0'4, g =1 -0’ 4 = 0’6, n = 400, nivel de confianza 1 — o. = 90% =

=0'90, de donde a = 0’10 = 10% como nivel de significacion.
De a = 0’10 tenemos a/2 = 0'05

De laigualdad p(Z< z1q2)=1-0/2 =1-005 =095, que se mira en la tabla de la distribucién Normal
N(0,1), y nos dara el correspondiente valor critico z; . 4. Mirando en la tabla de la N(0,1) vemos que el valor
0’95 no viene en la tabla y uno de los valores mas préximos es 0'9495, que corresponde a z;.» = 1'64. Por
tanto el intervalo de confianza pedido es:

| /f)f] N /f)(ﬁ A, , /0'4-0'6 . . /0'4-0'6
I.C.(p) = - w|—p+ w— | =10'4-164 ,0'4 +1'64- =
(p) (p Zl—a/Z n p Zl—a/Z n j ( 400 400

= (0'35983; 0'44017)

b)

A la vista del resultado, se pretende repetir la experiencia para conseguir una cota del error de 0'1 con el
mismo nivel de confianza del apartado anterior. ¢ Cuantos individuos debe tener al menos la muestra?

Datos: z1.q» = 1’64, f) =04, a = 0'6; error maximo = E < 0’1.

(Zai2 )2 P-q _ @ 64)2 0'4-0'6
E2 0112

De n> =~ 64’55, tenemos que el tamafio minimo de la muestra es n = 65.



