12 ESTUDIO DE FUNCIONES

EJERCICIOS PROPUESTOS

12.1 Representa las siguientes funciones lineales e indica el valor de sus pendientes.

a)y= -3 Y| fy=sx-1
b)y= 5X_ 1 y=-2x+1
Qy=-2x+1 1

of X
aym=0 y=-
b) m /
om= -2

12.2 Representa estas funciones cuadraticas encontrando primero el vértice de las parabolas.
a) y = x? b) y=x*+2x+ 3 AQy=—-x*+2x+1

- . 0
— 2 = —_— = =
a) y = x’. El vértice estd en x = 2% = 71 0.
La ordenada del vértice es: f(0) = 0> = 0 = V(0, 0).
Corteconelejey:x =0=y=0 Corteconeleexy=0=x>=0,x=0
- . b -2
— 2 = —-— = — = —
b) y = x> + 2x + 3. El vértice estd en x = 2% =201 1.
La ordenada del vértice es: (—1) = (=1)> + 2(—=1) + 3 =2 = V-1, 2).
Corte conelejey:x =0=y =3 Corte conel ejex: y = 0 = x> + 2x + 3 = 0, no tiene soluciones reales.
Q) y=—x*+ 2x + 1. El vértice estd en x = —% = #31) =1.
La ordenada del vértice es: f(1) = =12+ 2-1 + 1 =2 = V1, 2).
Corteconelejey:x =0=y=1 Corteconelejexy=0=—x>+U%+1=0=>x=1 +V2.x=1-12

a) Y| b) Y c)
y=x2
X
y=x2+2x+3
1
o 1 X o 1 x
12.3 Representa en los mismos ejes estas funciones. 30 Y]
— =2
q
a = — _ 10
)y X YT
10 - #
b))y = — e
Y=
)y = 30 2
Qy-= < o 2 X
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12.4 Representa en los mismos ejes estas funciones.

a)‘V=x+3

12
b).\/=x_1

X+5 ;
C)y=x—1

12.5 ;Cudles de estas funciones son racionales?

2_3 5x + 3 2
a) flx) = X b) hg = 2 ) g0 = ==
Son funciones racionales las de los apartados c y d.
12.6 Dadas las funciones:
x* -1 x> —x+1 3x + 1
00 =S 90 = e —ax ho) =%

a) Halla el dominio de cada una.
b) Representa la grafica de f(x).

a) D(f) = R — {1} b)
Las raices del denominador son: x = =2; x = 0;x = 1.D(g) = R — {=2, 0, 1}.
Las raices del denominador son: x = 2y x = —1.D(h) = R — {1, 2}.

12.7 Encuentra las asintotas horizontales y verticales de las siguientes funciones:

5x + 2 —3x + 2 2x?
= b = — = —— d
)y x -1 )y X 9y xX*—x—6 )y
aax—1=0;x=1 Qx*—x—6=0 x=-2y x=3
lim 22— o [ S — -
-1 X — 1 x~>72X2_X_6 x~>3X2_X_6
2
im X2 _5 jip Xt2_g im -2 —2 lim
ot X — 1 e X — 1 e X2 — X — 6 e X2 — X
Asintota vertical: x = 1 Asintotas verticales: x = —2yx =3
Asintota horizontal: y = 5 Asintota horizontal: y = 2
b) x =0 d x*—x=0x=-1,x=1,x
. =3x+2 X+ 2 X 42
[im ———— = lim = = o |im=
x—0 X x—»-1 X~ — -1 X7 — X
— — 3 3
lm =X T2 _ 3 gy X2 3 im X2 g g XF2_
X+ X—>—o0 X x>+ X© — X x—»—o X~ — X
Asintota vertical: x = 0 Asintotas verticales: x = 0, x = 1y x = —1

Asintota horizontal: y = —3 Asintota horizontal: y = 1

N\

d) j(x) =

>




—2x* + 5x + 3

12.8 Calcula las asintotas oblicuas de esta funcion y = oa—

Para hallar la asintota oblicua de la funcion racional, dividimos el numerador entre el denominador.

_ —2x+ 5x + 3 _ o 3k — 1)
X —4 x> —4
Por tanto, la asintota oblicua es y = —2x.
. L .. 4x°
12.9 Halla todas las asintotas de la siguiente funcién y = P v—
X =x—6=0 x=-2yx=3; lim S % IimA'—X3 = oo, Asintotas verticales: x = =2y x = 3
! "2 XX —X— 6 3 X2 —X— 6 ) '
453 28x + 24

g - T4t s o Asintota oblicua: y = 4x + 4. Asintota horizontal: no tiene.

12.10 Calcula las siguientes potencias:

R

-1,15
a) 52 = 36,1995... b) (g) = 6,36525... ¢ 37*? = 0,009589... d) (

12.11 Representa en los mismos ejes las siguientes funciones exponenciales.

a)y =2 b) y =3 Qy=5

12.12 Representa estas funciones exponenciales.

a) y = 2e™™ b) y = —e*
a) Y b) Y
1
y:2e—X ] 1 X
1 \\ y=-eX
ol 1 X
12.13 Representa en los mismos ejes las siguientes funciones exponenciales.
a)y=—-10"ey = 107~ b) y =10e y = 100"
a) b) Y
y=10%
2
o)\ 2 X y=10%+1
2
/N
ol 2 X
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12.14 A partir de la grafica de la funcién y = In x, representa la grafica de las funciones y = —In x e y = |In x]|.

y=lInxl
1.

y=-Inx

12.15 Representa la funciéon y = 4"y, a partir de su grafica, dibuja la de la funcién y = log, x

Y y=4X

y = log,x

/é X

o\“.)

12.16 Representa estas funciones trigonométricas.

a)y=-senx b)y=sen3x cy=|cosx| d)y=2cosx e)y=tg(—x) f)y=tg§

a) 1 b) l/\
\ /N /\
N g m N
1 y=sen 3x

o)} Y d) Y
AVAAVALVERVan /1N ,; [\ i
< 1 \/_ X
e) Y | j Y
NN X
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12.17 Estudia el dominio, el recorrido, la periodicidad, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los ma-
ximos y minimos, y la simetria de estas funciones.

a) y = —sen x b) y = |cos x| C)y=t9§

Para el estudio de estas funciones nos fijaremos en las graficas del ejercicio anterior.

a) Su dominio es R, y su recorrido, [—1, 1].

Es una funcion periodica de periodo 2.

La funcién crece en (% 3%) y decrece en <0, %) @] (3% 27r>.

S . —T L. 37
La funcion tiene un minimo en W —1]y un maximo en 5 1).
Es simétrica respecto al origen.

b) Su dominio es R, y su recorrido, [0, 1].

Es una funcion periodica de periodo .
La funcion crece en (2, ) y decrece en (0, %)

La funcion tiene dos maximos en (0, 1) y (m, 1), y un minimo en (2, 0).
Es simétrica respecto al eje OY.

¢) Su dominio es R, excepto los maltiplos impares de .
Es una funcién periddica de periodo 2.
La funcion es siempre creciente y, por tanto, no presenta ni maximos ni minimos.

Es simétrica respecto al origen.

12.18 Representa la funciéon: y = 3 cos 2(x — @) — 5. A partir de otras mas sencillas.

1.° Partimos de la funcién y = cos x.
2.° Trasladamos horizontalmente a la derecha 1 unidades y obtenemos: y = cos(x — ).
3.° Contraemos horizontalmente a la mitad y obtenemos: y = cos 2(x — ).

El periodo ahora es ZTTF = .

4.° Dilatamos en vertical al multiplicar por 3 y obtenemos: y = 3 cos 2(x — ).

5.° Trasladamos verticalmente cinco unidades hacia abajo y obtenemos: y = 3 cos 2(x + =) — 5.

y=3c0s 2(x—m)
y=1Cc0S (Xx—m)
y=c0s 2(x—m)

AL

/

9 \\"/1 \\/1 \/ X

INVAY

uiN

y=3cos 2(x—-m) -5
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12.19 Representa la funcion: y = — e**2 + 3. A partir de otras mas sencillas.

1.° Partimos de la funcién y = e~

2.° Trasladamos horizontalmente a la izquierda 2 unidades y obtenemos: y = e**2

3.° Representamos la funcion opuesta, y = —e**? que es simétrica respecto del eje x.
4. Trasladamos verticalmente tres unidades hacia arriba y obtenemos: y = —e**? + 3.
Y y=eX
y=eX* 2

y=-eX*243

RESOLUCION DE PROBLEMAS

12.20 Halla dos numeros reales tales que su suma sea 10, y su producto, el mayor posible. ;Y si buscamos

que su producto sea el menor posible?

Sean x e y los dos nimeros buscados. Como x + y = 10,y = 10 — x.

Su producto es P(x) = x(10 — x). P(x) = —x* + 10x. Se trata de una funcion cuadratica abierta hacia abajo, tenemos que ha-

llar el vértice.

X=5TCn 5. La ordenada es P(5) = —5* + 10-5 = 25.

Por tanto, los ndmeros son x = 5yy =10 —x =10 — 5 = 5.

El problema no tiene solucion cuando se trata de encontrar el producto minimo, ya que la funcién P(x) no tiene minimo.

12.21 Un jardinero dispone de 100 metros de valla para rodear un jardin rectangular. Halla las dimensiones

del mismo de forma que su area sea maxima.

Sean x e y las dimensiones del rectangulo.
El perimetroesp = 2x + 2y =100 = x + y =50 = y = 50 — x.
El area es S(x) = x-y = x(50 — x) = 50x — x°.

Se trata de una funcién cuadratica abierta hacia abajo, vamos a hallar su vértice.

x=52—0=25m y=50—-—x=50-25=25m

Asi pues, el rectangulo de drea maxima es el cuadrado.
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ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Funciones polinémicas

12.22 Clasifica las siguientes funciones en lineales o cuadraticas.

a)y=3x+5 Qy=1-x ely=1+x+x?
b) y = x* — 4x dy=6+x2 fly = 2x
Lineales: a, cy f. Cuadréticas: b, d y e.

12.23 Representa graficamente estas funciones lineales.

a)y=2-4x b) y = -3x qQgy=-1 d)y=%x
y=-3x\ \V
y=-x
1
y=-1 (0) \1 X
y=2-4x
12.24 Indica la pendiente y la ordenada en el origen de las siguientes funciones lineales.
a)y=4x -2 b)y=-x+3 Qy=17 dy=1+ 2x
aam=4n= -2 b) m=-1n=3 Oom=0n=17 dm=2n=1
12.25 Escribe la formula de una funcién lineal que cumpla las condiciones de cada apartado.
a) Pendiente, 4, y ordenada en el origen, —1.
b) Es creciente y pasa por el origen.
c) Decrece y su grafica incluye el punto (0, 3).
d) Es de pendiente positiva y con ordenada en el origen negativa.
a) y=4x—1 b) y = 5x Qy=-x+3 dy=6x—2
12.26 Halla el vértice y el eje de simetria de estas parabolas y luego dibujalas.
a) y = x*+ 2x b)y=1-x° AQy=x>—x-—12 d) y =-2x>+ 6x + 20
2 4 - 1 S B . ) 1.4
a)xv_ 2.1_ 1! yv_ 1:>V( 1: 1) c)xv_ 21_21 yv_ 4:>V(21 4>
L __~—6 _3  _37 34
b) x, = 1) =0, y,=1=V(0,1) d x, = -2 Vo= =>V<2, 2)
a) Y b) Y| c) \ 0 I d) Y
7T\ 2 X
0 X 2 y=-2x2 + 6x+|20
y=a\x2 |- x-{12
1
01 X
y=x2+2x y=l1 - x2 Y
2
, o 2 \ X
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12.27

12.28

12.29

12.30

Indica, sin dibujarlas, cuales de estas parabolas son abiertas hacia arriba y cudles hacia abajo.
a) y = -3x>+ 9% + 2 b)y=5-x+x? Qy=2x*-x+1 dy=-2x>-x+1

Hacia arriba: b y ¢ Hacia abajo:ay d

Sin realizar la grafica, indica cuales de las siguientes funciones pasan por el origen de coordenadas.
a)y=2x+1 b) y = —6x Qy=x>+x d) y = —3x?

Pasan por el origen b, c y d.

Dibuja en los mismos ejes de coordenadas las funciones y = 4x + 6,y = 4x — 2 e y = 4x.
a) ¢Como son las graficas?

b) ¢(Qué elemento tienen en comun las tres funciones?

Y y=ax a) Las graficas son paralelas.
y=4ax+e b) La pendiente de la recta, que es 4 en los tres casos.
o/ 1 X
y=4x-2
Para la funciones polinémicas f(x) = —x* + xy g(x) = x* + x2

a) Construye una tabla de valores y dibujalas en el intervalo [-2, 2].

b) Indica dominio y recorrido, cortes con los ejes, continuidad, simetria, crecimiento y decrecimiento y
maximos y minimos.

a)
-2 -1,5 —1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2
f(x) 6 1,875 0 -0,375 0 0,375 0 —1,875 —6
g(x) 20 7,3125 2 0,3125 0 0,3125 2 7,3125 20
f(x) Y g(x) Y
1
0 4 X g(x) = x* + x?
f(X)=—x3+ x
2
o 1 X
b) Funcién: f(x) = —x® + x

Su dominio y recorrido es R. Tiene tres puntos de corte con los ejes: (—1, 0), (0, 0) y (1, 0).
Es continua en todo R. La funcion tiene simetria impar.

1

La funcion decrece en <—00, - $> U (%Jr oo) y crece en (_% %)
La funcion tiene un minimo en (— - 2 > un maximo en < ! 2 )
Vi nE) NHENEL

Funcion: g(x) = x* + x?

Su dominio es R, y su recorrido, [0, 40). Tiene un punto de corte con los ejes: (0, 0).

Es continua en todo R. La funcién tiene simetria par.

La funcion decrece en (—o, 0) y crece en (0, +0). La funcién tiene un minimo en (0, 0).
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Funciones de proporcionalidad inversa y racionales

12.31

12.32

12.33

12.34

12.35

12.36

248

Identifica entre las siguientes funciones las que son de proporcionalidad inversa.

—3x 4x -5 7
ay=—- b) y = —— Qy=— dy=5-

Son funciones de proporcionalidad inversa c y d.

Escribe la formula de dos funciones de proporcionalidad inversa, una creciente y otra decreciente.

Creciente: y = > Decreciente: y = %

Halla el dominio de estas funciones.

_2x+ 4 _x*+2 _ 1
AY =3 "% b)y =31 VY =% "8x+ 16
a) D() =R — {2} b) D(f) = R — {1,—1} o D() =R — {4}

Asigna en tu cuaderno a cada una de las funciones representadas la formula que le corresponde.

1 —1 6
a)y—x_ b)y—

K Aesy_ 11
Besy— 11

Cesy—r

Ay =+_

14
A
0

j—‘
(o]
—

Dibuja las graficas de las siguientes funciones en los mismos ejes.

a)y = 4
y_x—3
-1
by =573
8
VY =53

Representa las siguientes funciones.

x+9 X+ 2
AY =3 by =33
a) Y| b) %
=)(+9 i
X+4 | —
———————————————— < B R




Asintotas

12.37 Calcula las asintotas verticales y horizontales de las funciones siguientes:

12.38

6 X -2 1-x
a = b = C = — d =
)y X -2 )y x + 1 )y 4x + 3 )y b'¢
a) lim 6 = —oo; lim = +o0; Tiene una asintota vertical en x = 2.
-2 X — 2 a2t X — 2
lim Y — 3" 0 Tiene una asintota horizontal en y = 0.
. X . X , . . o
b) Ime-1 P +o0; IXILTL PR Tiene una asintota vertical en x = —1.
lim " i 7= 1 Tiene una asintota horizontal en y = 1.
. -2 . -2 ) . . 3
- = oo + = —0 = ——.
o) lem(%) 13 o0; lL”l(g) I+ 3 oo;  Tiene una asintota vertical en x 1
. -2 - . . B
leirl I r3 0; Tiene una asintota horizontal en y = 0.
R e ¢ N e ¢ ) . .
d) Imgi = —o0; Img+ = +o0; Tiene una asintota vertical en x = 0.
1T =x ) . .
lim = —1; Tiene un asintota horizontal en y = —1.
Halla el dominio y las ecuaciones de las asintotas de estas funciones.
x3 x: =1 3x2 + 12
)y x*-8 )y x? )y x* — 5x
A X —-8=0=x=\8=2=Df=R-{2
. 'S . X3 ) , .
lim ———5 = —; lim —5—5 = +o = Tiene una asintota vertical en x = 2.
-2 X° — 8 2t X° — 8
3
lim x3xf8 = 1. Tiene una asintota horizontal en y = 1.
Al tener asintota horizontal, no tiene oblicua.
b) x> =0=x=0=D(f) =R — {0}
oxE = oxd =1 ) , .
lim >— = —oo; lim ——— = —o, Tiene una asintota vertical en x = 0.
x—0 X x—0" X
X —1 —1 ) . .
= + ~ Tiene una asintota oblicua: y = x.
Q xX*—5%=0=xx—-5=0=x=0yx=5=D(f) =R — {0, 5}
im 3x* + 12 _ v im 3x* + 12 _ o lim 3x* +12 _ o lim 3+ 12 _ e
w0~ X* — 5x " o0t X2 — 5x " st X2 — 5x " st X2 — 5x
Tiene dos asintotas verticales: x = 0y x = 5.
2
. + . . .
lim H =3; Tiene una asintota horizontal en y = 3.

No tiene asintota oblicua, ya que tiene horizontal.
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Funciones exponenciales y logaritmicas

12.39 Completa en tu cuaderno la siguiente tabla indicando de qué tipo es cada una de estas funciones.

y = e¥ y=e-x y = log(x + 3) y = x-In2
y=4 y=x3 y = In(2x) y=5
Exponencial y = e* y =4 y =5

Logaritmica y = loglx + 3) |y = In(2x)

Ni exponencial _ o, .

ni logaritmica |Y ~ €% y=x y = x-n2

12.40 Representa en los mismos ejes estas funciones.

a) y = 3* b) y = 6~ Qy=9"

12.41 Escribe en tu cuaderno estas funciones reciprocas.

Funcién y=4 |y=logx|y=logx| y=7"
Reciproca log,x 5% 10 log,x

12.42 Indica, sin dibujarlas, si las siguientes funciones son crecientes o decrecientes.

ay=(qf b)y = 7" 9y=5" @y =3

Crecientes: b y d  Decrecientes: a y ¢

12.43 Representa la funcidon y = In x y, utilizando su grafica, dibuja la de estas otras funciones.

a) y = In(x + 3) b)y=6+Inx dy=1-Inx

b)

N

/1*/
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12.44 Dibuja la grafica de la funcion y = (%) y, a partir de ella, la de y = log,, x.

Funciones trigonométricas

12.45 Representa graficamente las siguientes funciones completando previamente una tabla de valores:

y=log,x
2

a) y = 2 cos x b) y=31tg x
a)
X 0 % ™ 3711- 27
y 2 0 -2 0 2
b)
X 0 ™ mo| 3T
4 2 4 m
y 0 3 — -3 0
o)
X 0 ™ 27 3 47
y 0 1 0 —1 0
d)
X 0 % ™ 3711- 27
y 0 1 0 —1 0

Qy-= sen(%)

N\

-

d) y = sen(x + 2m)

RNmarAn

T

y=2cos x

yi=3tgx :

‘ Cy
| A
‘ 0

X

y=sen (x+ 2m)
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12.46 Asocia en tu cuaderno cada una de las funciones representadas con la formula que le corresponde:

a) y =4senx

Y

/

b) y = sen(4x)

ZARNEEESZSNNENESZS

M
o & ' X
2

12.47 Calcula el periodo de las siguientes funciones.

12.48

252

a) y = cos(4x) b) y = sen(%)
a)T=ZT“=§ b) T=3-2m = 6m

Representa graficamente estas funciones.

a) y = cos(2x + =) + 1

b)y=5tg<§)+z

Y|y=cos (2x+m) + 1

~

Ve

y=cos (2x + 1)

y=sen (x—m)

Y| y=2sen (x—m)

y=2sen(x —mw — 3

d)y=%cos(x— @) -6

)y =4 senx
)y =4+ senx

) y = sen (4x)

Qy=tglx + =

OT=m

)y=4+senx

d) y = tg(2x)
-
d 7= 5
y =5tgX+2

/5t 5

y=senx
y=2sen(x—-m) -3
d)
1.
0
y=cos (x—m) y=-%—cos(x—n:)
Y =cos X
-1 o
y—jc?s(x n) -6




12.49

12.50

12.51

12.52

12.53

12.54

CUESTIONES PARA ACLARARSE

Si la pendiente de una funcion lineal es 0, ;qué tipo de crecimiento experimenta?

Es constante.

La férmula de las funciones lineales es del tipo y = mx + n. Completa en tu cuaderno el cuadro si-
guiente marcando una cruz donde corresponda.

m>0 | m>0 | m<0 | m<0
n=0 | n#0|n=0|n#0
Creciente X X
Decreciente X X
Pasa por el origen X X
No pasa por el
origen X X

Explica si puede haber alguna funcién racional cuyo dominio sean todos los nimeros reales y, en caso
afirmativo, escribe un ejemplo.

X
2+ 1

Una funcién racional cuyo denominador no tenga raices reales, por ejemplo, y =

¢En qué puntos corta a los ejes de coordenadas la grafica de y = 8*? ;Presenta algun tipo de asintota?

a) Six = 0, entonces y = 1. Corta al eje OY en (0, 1). No corta al eje OX.
b) lim 8 = 0. Tiene una asintota horizontal en y = 0 a la que se aproxima s6lo en —o,

X——»

Indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, y explica por qué.

a) Todas las funciones racionales tienen asintotas verticales.
b) El recorrido de la funcién y = e™* es R".
¢) El dominio de una funcién de proporcionalidad inversa nunca es R.

d) La funcion y = log_, x decrece en todo su dominio.

a) Falsa. Si su dominio es R, entonces no tiene asintotas verticales.
_ 1 .
b) Falsa. e = — > 0 para cualquier valor de x.
e
. . b o .
¢) Verdadera. La forma més general del denominador es ax + b = 0, que se anula en — 5 Por tanto, el dominio nunca sera R.

d) No es una funcién porque la base del logaritmo debe ser un niimero positivo y distinto de 1.

La funcién racional f tiene una asintota vertical en x = 2 y el dominio de la funcién g es R — {1}.

a) ¢Se puede afirmar que 2 no es un punto del dominio de ?

b) ¢Es x = 1 una asintota vertical de g?

a) Si, ya que las asintotas verticales anulan el denominador de la funcion.

b) No necesariamente, ya que se debe cumplir ademas que Iirr11 f(x) = o, y eso no tiene por qué suceder. Un caso que lo mues-
X—

x> =1

x—1

taesy =
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12.55

12.56

12.57

12.58

254

PROBLEMAS PARA APLICAR

En algunos paises, la temperatura se mide en grados Fahrenheit en lugar de en grados Celsius. La re-
lacion entre estas dos escalas viene determinada por la formula y = 1,8x + 32, siendo x e y las tem-
peraturas medidas en grados Celsius y Fahrenheit, respectivamente.

a) ¢Qué tipo de funcion es la que relaciona las dos escalas de temperatura?

b) ¢{Cual es su pendiente? ;Es una funcion creciente o decreciente?

¢) ¢Cual es su ordenada en el origen? Explica qué significa su valor en este caso.
a) Lineal

b) m = 1,8 > 0. Por tanto, es creciente.
¢) n = 32, que significa que una temperatura de 0° Celsius corresponde a 32° Fahrenheit.

Una tenista ha lanzado una pelota que sigue una trayectoria dada por la formula y = 8t — t* + 1,6
siendo t el tiempo (en segundos) transcurrido desde el lanzamiento, e y la altura (en metros) a la que
se encuentra la pelota.

a) ¢A qué tipo de grafica corresponde esa trayectoria?
b) ;Cuando alcanza la pelota su maxima altura?
c) ¢Cual es esa altura maxima conseguida?

d) ;En qué momento cae la pelota a la pista?

a) A una parabola.

b) En el vértice: t = — = 4. A los 4 segundos.

2-(=1)
o) y(4) =32 - 16 + 1,6 = 17,6 metros

8+ Ved+64 —8=*3839

_ 42 - - — =
d8t—t’+16=0=t= - 3

. La pelota cae a los 8,195 segundos.

Los alumnos de Biologia y Geologia van a vallar una zona rectangular del patio del centro escolar
para utilizarla en sus practicas. Para uno de los lados del recinto se aprovechara una de las paredes
del centro.

Si disponen de 12 metros de alambre, ;cuanto deben medir los lados del rectangulo para que ocupe la
maxima superficie?

N X+y=12=y=12 —

Area: A =y-x = (12 — 2x) - x = 12x — 2x?

La funcion area es una parabola abierta hacia abajo, y su maximo es el vértice:
y _ 12 _ 54

X, = 7(=2) =3.y=12-2-3=6

El lado de la pared debe medir 6 m, y el otro lado, 3 m.

. . - iy 1
Un invernadero visto de frente presenta la forma de la grafica de la funcién y = 2x — 1 X%
a) ¢Cual es esta forma?

b) Calcula la altura maxima del invernadero.

a) De parabola.
b) La méxima altura se alcanza en el vértice: x, = — 7 4=y, =8—-4=4
()

La maxima altura es 4 m.



12.59

12.60

12.61

El pH mide el caracter acido o basico de una sustancia, y se encuentra relacionado con la concentracion
de iones de hidrogeno de la misma, x, que se mide en mol por litro, segin la férmula pH = —log x.

a) Representa la funcion del pH.
b) El pH de un gel de ducha es 5,5. ;Qué concentracion de iones de hidrégeno tiene?

¢) Para valores de pH menores que 7, la sustancia es acida y, en caso contrario, basica. ; Cuantos mo-
les por litro de iones de hidrégeno puede contener una sustancia en cada caso?

a) v
y=—log x
N
o 1 X
b) 55 = —log x = —5,5 = log x = x = 107>* moles/litro.

0 7> —logx = —7 < log x = x > 107 moles/litro tiene caracter acido.
7 < —log x = —7 > log x = x < 107 moles/litro tiene caracter basico.

La sonoridad o sensacion auditiva de un sonido, 3, se mide en decibelios (dB), y se encuentra relacio-
nada con la intensidad de la onda sonora, /, que se mide en vatios por metro cuadrado.

B = 120 + 10 log/

a) La intensidad de las ondas sonoras que son audibles sin producir dolor esta entre 107> y 1 vatio por
metro cuadrado. ;Entre qué valores se halla comprendida la sonoridad que producen?

b) Si estas escuchando musica en un reproductor MP3 con 20 decibelios, ;cual es la intensidad de las
ondas al salir de los auriculares?

a) B(107") =120 + 10 log 107" =120 + 10-(—12) = 120 —120 = 0

B(1) =120 + 10log 1 = 120 + 10-0 = 120

La sensacion auditiva de las ondas audibles que no producen dolor estd comprendida entre 0 y 120 dB.
b) 20 = 120 + 10 log / = —100 = 10 log / = —10 = log / = | = 107" vatios por metro cuadrado

Si aprietas un balén entre tus manos comprobaras que, al disminuir su volumen, V, te cuesta cada vez
mas apretarlo, porque aumenta la presion, P, del aire en su interior.

La presion del aire en el balon se incrementa de forma inversamente proporcional al volumen, es decir,
P-V = k, donde k es una constante.

a) ¢De qué tipo es la funciéon P(V)?

b) Represéntala graficamente.

¢) ¢Corta la grafica a los ejes de coordenadas?

a) Es una funcion de proporcionalidad inversa.
b) k debe ser positivo porque la presion y el volumen lo son.
Y|

¢) No corta a los ejes.
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12.62 La distancia al suelo de un punto A en el borde de un neumatico de 60 centimetros de diametro vie-
ne dada por la expresion y = 30 + 30 sen x, donde x es el angulo que forma con la horizontal el ra-
dio de la rueda correspondiente a ese punto.

Dibuja la grafica que refleje la distancia al suelo de cada uno de los puntos del borde del neumatico
en funcién de x.

Partiendo de la funcion sen x, se dilata en vertical multiplicindola por 30 y luego se traslada en vertical 30 unidades hacia
arriba.

y =30 +|30sen x

REFUERZO

Funciones polinémicas

12.63 Representa las siguientes funciones lineales, e indica su pendiente y su ordenada en el origen.

a)y=4x — 6 b)y=-x+3 Qy=2 d) y = 6x
Y a)y=4—-6: m=4,n= -6
b)y=-x+3: m=-1,n=3
y=-x+3
2 dy=2: m=0,n=2
y=2 A /
o[ /2 X dy=6x: m=6n=0
y=4x-6
y=06x

12.64 Sin dibujar la grafica, explica si son crecientes o decrecientes estas funciones.
a)y=%x b)y=5x—-7 y=2-3x

a) Creciente
b) Creciente

¢) Decreciente
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12.65 Calcula el vértice de las parabolas y luego dibujalas.

a) y=x*+4x -5 b)y=x*-9 Q) y=—-2x*— 16x dy=x>+4x + 2
A x =t = 2y =952 -9 Ox = —=—10 4y =354 3
v T T Y= , ST Y, = = )

Y
1 y|F —2x% — 16x
ol 1 X
4
4 X
y=|x2 +4x-5

d) x = —% = 2y, = -2 V(-2 -2

Y

y=x2+4x+2

\/O '1 ’

Funciones de proporcionalidad inversa y racionales. Asintotas

12.66 Representa en los mismos ejes estas funciones.

8 12 3
D=5 Y=o Ay =3
12 Y
_y_T
8
_y=7
3
}’—T 2+
o > X
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12.67 Calcula el dominio de las siguientes funciones.

_2x+ 5 A2 _ X 1 =-x
a)‘V_x—3 l0)“/_16—8x c)‘V_xz—x—12 d)‘V_x2+9x
a) D) =R — {3} b) D(f) = R — {2}

c)XZ—x—n:o:x:—wW+48=1§7={§i“_3:»o(f>=k—{—3,4}
. _

DX +%=0=xx+9=0=x=0x=-9=R-—1{0, -9}

12.68 Halla las asintotas de estas funciones.

a) = 2 b) = ﬂ C) — X
y x -1 y x+5 y xX—-2
a) lim 2__ —oo; lim = +oo, Tiene una asintota vertical en x = 1.
1 X — 1 1t X — 1
lim e 0; Tiene una asintota horizontal en y = 0; por tanto, no tiene asintota oblicua.
3x + 2 . 3x + 2 ' . , _
b) l,'ﬂls P +m,Ler]5+ 5 —oo, Tiene asintota vertical en x = —5.
. 3x + 2 ) . . . . .
lim 15 3. Tiene asintota horizontal en y = 3; por tanto, no tiene asintota oblicua.
XZ 2
Q) lim = —o; lim = 4o, Tiene asintota vertical en x = 2.
x—2 X_Z x~>Z+X_2
X’ 4 ) . .
—5 =X+ 2+ —Tiene asintota oblicua: y = x + 2.
Funciones exponenciales y logaritmicas
12.69 Representa graficamente estas funciones. %
a)y =& b) y = 8 Qy=12"
y = 4%
¢Cudles son crecientes y cuales decrecientes? y=8X1 |
Todas son crecientes. y= 12X
2
1/
0| 2 X
12.70 A partir de las funciones del ejercicio anterior, realiza la grafica de Y

las siguientes.

a) y = log, x b) y = logs x oy =log,,x 2 %_/

Al ser las reciprocas de las anteriores, son simétricas respecto a la bisectriz del pri- Ol 2 |
mer y tercer cuadrante.
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12.71 Escribe la reciproca de las siguientes funciones.
a) y = log, x b))y =7 ) y = log, x
a)y=2 b) y = logx Qy=6"

Funciones trigonométricas

12.72 Representa las siguientes funciones basandote en las graficas de y = sen x y de y = cos x.

a) y = sen(3x) ) y = cos(x + =)
b) y = 3 sen x d y=1+ cos x
Y

Y

A N* N\ x XTI X %

\V v ;W M/V(\

y=cos (x+m) y=c0S X

y=3sen x

12.73 De entre las siguientes funciones, ;cual corresponde a la funciéon que se ha representado?
a) y= sen(2x) b) y=1t9x c) y = tg(%)

% La funcién que corresponde a la que se ha representado es

lacy=tg (%)

SR

AMPLIACION

12.74 a) Calcula el valor que debe tener a para que la parabola y = ax> — 4x + 3 presente un maximo en el
punto de abscisa —1.

b) Para el valor de a obtenido, halla el vértice de la parabola y represéntala graficamente.

. . - . b
a) El maximo de una parabola es su vértice. La primera coordenada de este es x, = — -

2a’

Sustituyendo el valor de x y el de b se obtiene: —1 = — ;—: = -2a=4=a= -2

b) y,=—-2-(=1) —4-(-1) +3=5= V(-1,5)

Y

y=\-2x2 -4x+3

—

[iN

\
s}

259



12.75 La siguiente grafica, ;corresponde a la funcién y
y=3"‘oy=|og% x?

12.76

260

Representa la otra funcién a partir de la que se ha

dibujado.
1T
Y ¥
y= Iog%x ol 1
1.
) 5 La grafica dada corresponde a la funcion y = 37*

Si k y a son dos nimeros reales cualesquiera, calcula las asintotas de las siguientes funciones.

a)

a)

k k kx kx?
y=x b)‘V_x+a c)‘V_x+a d)‘V_x+a
Sik>0|im7£=—ooylim£:+oo Sik<0|im7£=+ooylim£=—oc

x-0~ X x-0" X x—0" X x-0" X
Iim£=0 Iim£=0
x—+o X x—-= X

Tiene asintota vertical en x = 0 y otra horizontal en y = 0. No tiene asintota oblicua.

. . k . k . . . k
Si k>0 lim = —ooylim = 4o Sik <0 lim = 4oy lim = —o
x—-a- X+ a y x—»-a- X+ a x—-a X + a y x»-a- X+ a
. k . k
lim =0 lim =0
x——» X + a x—+o X + a
Tiene una asintota vertical en x = —a y otra horizontal en y = 0. No tiene asintota oblicua.
Sik>0
. . kx . kx . . kx . kx
ia>0Ilm = +ooy lim = —o© ia<0lim = —ooy lim = +o
Sia 0x—>—a’X+a yx—>—a+X+a Sia 0x—>—a’X+a yx—>—a+X+a
Sik<0
. . kx . kx . . kx . kx
Sia O!(Ianl{x—i‘a y!(Lnla+X+a Sl a OLLnla’X+a y!(LrTla+X+a
. kx . kx
lim =k lim =k
x—»-» X + a x>+ X 1+ a
Tiene una asintota vertical en x = —a y otra horizontal en y = k. No tiene asintota oblicua.
Sik>0
. . kx? . kx? . . kx? . kx?
> = —o = +x < = —® = +oo©
Sia O!(I—ma’X‘Fa y!(l—>n1a+x+a Sia 0!<I—>n1a’X+a y!(l—>n1a+x+a
Sik<0
. . kx? . kx? . . kx? . kx?
Sia OLLnl{X"‘a y!{Lnla+X+a Sia OLLnla’X+a y!(LrTla+X+a
kx’
=kx + k +
x—1 x—1
Tiene una asintota vertical, x = —a, y otra oblicua, y = kx + k.



12.77

12.78

12.79

Halla el periodo de las siguientes funciones trigonométricas e indica en qué intervalo es suficiente es-
tudiarlas.

a)y:cos<3x+%) b)y:4+tg(%>
a)cos.3(x+T)+l=c053x+1:3(X+T)+E=3x+1+21-r=>T=Z—Tr
2 2 2 2 3
2+ 7))\ _ 2 2+ T) _ 2 _ 3w
b)4+tg< 3 >—4+tg(3>:> 3 —3+1T:>T—2
sen x

A partir de la expresion tg x = ———, calcula el dominio y las asintotas verticales de la funcién
y = tg x. cos x

37w 5w

_ — T 5T OmW
cosx =0=x 3 3y

El denominador se anula en los mltiplos impares de % Por tanto, D(f) = R — {kTTr k=135, 7}

. sen x . sen x
lim = 4o; |im
x—km2)” COS X x—(km2)" COS X

= —o0

Tiene asintotas verticales en las rectas x = kTTr k=1,3,517...

PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

Nueva carretera
Las localidades A y C distan 73 kildmetros.

Por A cruza una autopista donde los automoviles pueden circular a una velocidad maxima de 120 ki-
Iémetros por hora. La distancia de la localidad C a la autopista es de 55 kildmetros.

Se desea construir una nueva carretera que salga de C y desemboque en algun punto de la autopista, B.
Dicha via estd pensada para que los vehiculos puedan circular a una velocidad maxima de 90 kiléme-
tros por hora.

Escribe la funcion que determina el tiempo que se
emplea en viajar de A a C dependiendo de la posi-
cion de B. Como caso particular, calcula lo que se tar-
dara si B se encuentra a 20 kildmetros de A.

AD = \/73% — 55% = 48

Tiempo que se tarda en recorrer AB: % .

\/55% + (48 — x)*

90

Tiempo que se tarda en recorrer BC:

Tiempo que se tarda en ir de A a C:

poX L /3025 + 2304 + x*— 96x X L \/5329 — 96x + X’

120 90 120 90

20 . /5329 — 96-20 + 20°

t(20) = 339 9%

= 0,8524 h = 51 min
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12.80

12.A1

12.A2

262

La presion atmosférica y la altura

Rocio esta realizando un trabajo de investigacion sobre codmo varia la presion atmosférica en relacion
con la altura sobre el nivel del mar. Como parte de su trabajo, ha buscado los siguientes datos.

Altura (m) | 100 1100 2100 3100

Presion 980 | 882 | 790 | 718
(mbar)

Ella ha propuesto el siguiente modelo para determinarhla presion, p, a una determinada altura, h.
P = po k™

a) Utiliza los dos primeros datos de la tabla para determinar los valores aproximados de p, y k segun
la propuesta de Rocio.

b) Rocio solo considerara valido el modelo si los otros dos datos se desvian menos del 1% del valor
predicho para ellos segin su propuesta. ;Debe considerarlo valido?

c) Calcula la presion, segun el modelo de Rocio, a una altura de 4100 metros.

980 = po k™| pyok 882, 980 oo
) ga2 = b jor| = BT = ggg =k =09 Py = g = 990 = p = 990- 097
b) Si h = 2100, p = 990-0,9%' = 7935 = 222 — 1,004

Sih = 3100, p = 990-0,9%' = 714,15 = 1413 _ (995

718

Ninguno de estos valores se aleja mas de un 1% de los datos obtenidos. Por tanto, se acepta el modelo.

o) p(4100) = 990- 0,9 = 643 milibares

AUTOEVALUACION

Indica de qué tipo es cada una de las funciones siguientes.

a)y=5'|'X'|'2XZ C)y:—%lnx e)y:(%)
3x> + x — 4 2

b)y—T d)y—; f)y—1—6X

a) Cuadratica ¢) Logaritmica e) Exponencial

b) Racional d) De proporcionalidad inversa f) Lineal

Representa graficamente estas funciones lineales.

a) y=3x + 2 b)y=4-x ¢ y=-5x dy=7
\ Y| /y=3x+2

y=7
2><

2 X

y=-x+4

y=-bx



12.A3 Calcula el vértice de estas parabolas y dibujalas.

a)y=x*>-16 b) y = 4x*> + 4x Qy=x*+4x + 3 dy=x>+x-12

a) x, = —% =0; = —16 = V(0, —16)

y=x2-16

@]
=t
><

1

c)\ Y
\ °

y=x2+4x+3

% = —5ir = —2y, =~ :>v<—2, —1)

x

a1 4
21 - 2T

d) Y

y=x2 +x-[12
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12.A4 Representa en los mismos ejes las siguientes funciones.

10 10 _4
a)y—7 b) y = X C)y—x

12.A5 Escribe la reciproca de estas funciones.

ay=9 b) y = logs x Qy=e"
a) y = log, x b) y = 6 A y=Inx

12.A6 Halla el dominio de las funciones siguientes.

3x x>+ 4 _ 1 __ x+3
AYy=5"1 b) y = — VY= x dDy="ax-3
a) D(f) = R — {6}
b) D(f) = R — {0}

OX+x=0=xx+1)=0=x=0x=-1=Df=R—-{-1, 0}

) —dx—5=0mx="" V216+2°=4§6={X25_1:»D(f)=k—{—1,5}

12.A7 Identifica en tu cuaderno cada grafica con la férmula que le corresponde.

ay=7 My:(%)x Qy=3

[l

-

1l )y - (%) Iy = 7 Ny =3
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12.A8 A partir de la grafica de y = cos x, representa las siguientes funciones.

a) y = cos(x + 2m) b) y = cos(4x)

y=cos (x+ 2m)

MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS
El equipaje de vuelo

Una companiia aérea tiene esta norma sobre la dimensién del equipaje que se puede transportar en sus avio-
nes: “El equipaje de los pasajeros debe cumplir que la suma de sus tres dimensiones (largo, ancho y alto) no
exceda de 1,80 metros.” ;Qué tamafo pueden tener las maletas para ser admitidas por esta compania aérea?

El problema plantea la bisqueda de las dimensiones 6ptimas de un prisma sabiendo que la suma de sus tres dimensiones es de 1,80
m. Por comodidad, trabajaremos en adelante con decimetros, o sea, una suma de 18 dm, luego:

at+b+c=18 —- ¢=18—-a—»b

De todos los prismas posibles, buscamos el que tenga mayor volumen. Este serd:
¢ V=abc=ab(18 —a— b) = 18ab — a’h — ab?

Si damos diferentes valores a b, obtendremos una funcion V(a) para cada valor de b.

LT T Construimos una tabla.
b
a
b 1 2 3 4 5
v(a) a(17 — a) 2a(16 — a) 3a(15 — a) 4a(14 — a) 5a(13 — a)

Si construimos una gréfica (con la ayuda de una calculadora grafica) para cada valor de b entre 1y 9, tenemos todas las posibi-
lidades:

1% y=9x(9- % El méaximo se prgdu_ce cuan@o a=6b=6yc=18 -6 — 6 = 6, luego
y=8x (10 - x) las dimensiones dptimas seran:

y=7x(11 - x

a=6dm = 60cm
y=6x(12 - X
y=58x(13 =% b =6dm =60 cm
y=4x (14 - X)
y=3x(15 - X ¢=6dm = 60 cm

20

o 1 X
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